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Equazioni differenziali lineari di ordine due
x′′(t) + ax′(t) + b x(t) = u(t) (1)
a, b ∈ R, u(t) ∈ C0 La soluzione di (1) e` univocamente determinata
se si fissano x′ (t0) , x (t0). Se tali valori non vengono specificati (1)
possiede infinite soluzioni dipendenti da due parametri arbitrari. Se
u(t) = 0 l’equazione (1) si dice omogenea
x′′(t) + ax′(t) + bx(t) = 0 (2)
Si usa dire che (2) e` l’equazione omogenea associata a (1)
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Per determinare le soluzioni di (2) si considera l’equazione algebrica
naturalmente associata a (2)
λ2 + aλ+ b = 0 (3)
(3) si dice equazione caratteristica associata a (2): la natura delle
sue radici caratterizza la struttura delle soluzioni di (2).
∆ = a2 − 4b > 0: (3) ha due radici reali e distinte:
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Le soluzioni di (2) hanno la struttura:
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c1, c2 ∈ R
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∆ = a2 − 4b < 0 radici complesse coniugate
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∆ = a2 − 4b < 0 radici complesse coniugate
























c1, c2 ∈ R ∆ = a2 − 4b = 0 le soluzioni sono:
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Come si spiegano i tre tipi di soluzione?
Imponendo che la soluzione di (2) abbia la forma
s(t) = eλt
s(t) = eλt
s′(t) = λ eλ t = λ s(t)
s′′(t) = λ2 eλ t = λ2 s(t)
si trova









x′′(t) + a x′(t) + b x(t) = u(t) (1)
bisogna trovare una particolare soluzione di (1) e sommarla alla solu-





x′′(t) + a x′(t) + b x(t) = u(t) (1)
bisogna trovare una particolare soluzione di (1) e sommarla alla solu-
zione generale dell’equazione omogenea associata




x′′(t) + a x′(t) + b x(t) = u(t) (1)
bisogna trovare una particolare soluzione di (1) e sommarla alla solu-
zione generale dell’equazione omogenea associata
x′′(t) + a x′(t) + b x(t) = 0 (2)
come comportarci a seconda della forzante u(t) per trovare la
soluzione particolare s(t) di (1)?
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Esempio x′′(t) + 2x′(t) + x(t) = t2 + t
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Esempio x′′(t) + 2x′(t) + x(t) = t2 + t
s(t) = s0 t
2 + s1 t+ s2 ⇒
s′(t) = 2s0t+ s1s′′(t) = 2s0
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Esempio x′′(t) + 2x′(t) + x(t) = t2 + t
s(t) = s0 t
2 + s1 t+ s2 ⇒
s′(t) = 2s0t+ s1s′′(t) = 2s0
⇒ s0t2 + (4s0 + s1) t+ 2s0 + 2s1 + s2 = t2 + t
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Esempio x′′(t) + 2x′(t) + x(t) = t2 + t
s(t) = s0 t
2 + s1 t+ s2 ⇒
s′(t) = 2s0t+ s1s′′(t) = 2s0




4s0 + s1 = 1








Risolvere il problema di ottimo:inf






u(0) = 0, u (3 ln 4) =
15
8
e dire se la soluzione sia monotona.
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Per prima cosa va verificata la forte convessita`
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⇓
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ch(x) = coshx =
ex + e−x
2
(sinhx)′ = coshx (coshx)′ = sinhx
(sinhx)′′ = sinhx (coshx)′′ = coshx
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Cerchiamo condizioni di monotonia delle soluzioni seguendo un ap-
proccio piu` generale di quello suggerito da KS nei casi elementari con

















L’idea e` quella di moltiplicare i due lati dell’equazione per x˙






L’idea e` quella di moltiplicare i due lati dell’equazione per x˙
ma a quando si moltiplicano i due membri di un’equazione
bisogna essere cauti




Sia f : R→ R una funzione C1







Sia f : R→ R una funzione C1









f(y) dy + x˙20 .
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• Se x˙0 = 0 allora
– se f(x0) = 0 (ivp) ha la soluzione stazionaria x(t) = x0












Il metodo di Weierstraß serve per risolvere un (ivp) ma il problemi di
ottimo ci chiedono di risolvere un problema ai limiti:
x¨(t) = f(x(t))
x(0) = x0




Il metodo di Weierstraß serve per risolvere un (ivp) ma il problemi di
ottimo ci chiedono di risolvere un problema ai limiti:
x¨(t) = f(x(t))
x(0) = x0
x(T ) = x1
(bvp)
esistenza e unicita` di (bvp) sono legate a determinati rapporti che
devono intercorrere fra la lungezza dell’intervallo [0, T ] ed il massimo
sullo stesso intervallo della derivata f ′
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Il metodo di Weierstraß serve per risolvere un (ivp) ma il problemi di
ottimo ci chiedono di risolvere un problema ai limiti:
x¨(t) = f(x(t))
x(0) = x0
x(T ) = x1
(bvp)
esistenza e unicita` di (bvp) sono legate a determinati rapporti che
devono intercorrere fra la lungezza dell’intervallo [0, T ] ed il massimo
sullo stesso intervallo della derivata f ′
Queste tematiche sono trattate con grande generalita` in Bailey-Shampine-
Waltman Nonlinear Two Point Boundary Value Problems Academic




Sia Ψ ∈ C2 (R) ,Ψ′ (ξ) ,Ψ′′ (ξ) > 0 nonnegativa tale che lim
ξ→∞
Ψ(ξ) =∞.
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L’integrale a secondo membro di (mono) converge:




L’integrale a secondo membro di (mono) converge:
Ψ(u) = Ψ(0) + Ψ′(0)u+ Ψ′′(u¯)u2


























u˙(0) = x > 0.
(ivp1)
L’equazione (ivp1) si tratta con il metodo di Weierstraß.
21/45 Pi?
22333ML232






u˙(0) = x > 0.
(ivp1)
L’equazione (ivp1) si tratta con il metodo di Weierstraß.
per un calcolo diretto vediamo che la soluzione di (ivp1) risolve anche















Ψ(u)−Ψ(0) + cx2 ,








Ψ(u)−Ψ(0) + cx2 ,
e` una funzione strettamente decrescente.
La tesi segue allora da (mono).
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Prima di applicare il risultato trovato al caso del modello a costi qua-
dratici, usiamolo per riottenere quanto gia` sappiamo sul caso a costi
lineari in cui Ψ(u) = c2 u, c = c1
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dratici, usiamolo per riottenere quanto gia` sappiamo sul caso a costi
lineari in cui Ψ(u) = c2 u, c = c1















T 2 ≤ B




Nel caso quadratico Ψ(u) = φ0 +φ1u+φ2u
2 con φ0 > 0, φ1 > 0, φ2 >
0, φ21 − 4φ0φ2 < 0 (mono) fornisce
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Nel caso quadratico Ψ(u) = φ0 +φ1u+φ2u
2 con φ0 > 0, φ1 > 0, φ2 >






cioe´ calcolando l’integrale (spiegheremo i passaggi dopo)
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Nel caso quadratico Ψ(u) = φ0 +φ1u+φ2u
2 con φ0 > 0, φ1 > 0, φ2 >



















































coerentemente a quanto visto nel caso lineare, fatta salva la notazione
usata per i coefficienti.
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L’inversione si esegue solo per x ∈ [0,∞[ :
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, y ∈ [1,∞[
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∆ = p2 − 4q > 0, x1 < x2 < a < b
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∆ = p2 − 4q > 0, x1 < x2 < a < b∫ b
a
dx√
x2 + px+ q
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∆ = p2 − 4q > 0, x1 < x2 < a < b∫ b
a
dx√










p2 − 4q − p
)
trasforma
x2 + px+ q  1
4
(
p2 − 4q) (t2 − 1)
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∆ = p2 − 4q > 0, x1 < x2 < a < b∫ b
a
dx√










p2 − 4q − p
)
trasforma
x2 + px+ q  1
4
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− arccosh1 = arccosh2B + p
p
ricordando che p = φ1φ2 :
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− arccosh1 = arccosh2B + p
p
















































risolve come abbiamo visto il problemainf
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u(0) = 0, u (3 ln 4) =
15
8
in questo caso T = 4 ln 3, B =
15
8
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u(0) = 0, u (3 ln 4) =
15
8
in questo caso T = 4 ln 3, B =
15
8
, c = 9, Ψ(u) = u2 quindi (mono) si
legge come









Esercizio Dopo aver verificato a priori la buona posizione del proble-
ma e la monotonia della soluzione, scrivere e risolvere le equazioni di
Eulero Lagrange associate al problema di ottimo:
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Esercizio Dopo aver verificato a priori la buona posizione del proble-
ma e la monotonia della soluzione, scrivere e risolvere le equazioni di




u2(t) + u˙2(t) + 4u(t)
]
dt





L(t, ξ, η) = ξ2 + 4ξ + η2
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L(t, ξ, η) = ξ2 + 4ξ + η2
⇓
L(t, ξ + ξ0, η + η0)− L(t, ξ, η) = η20 + 2ηη0 + ξ20 + 2ξξ0 + 4ξ0
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L(t, ξ, η) = ξ2 + 4ξ + η2
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L(t, ξ, η) = ξ2 + 4ξ + η2
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(t, ξ, η) + η0
∂L
∂η
(t, ξ, η) = 2ηη0 + 2ξξ0 + 4ξ0
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(t, ξ, η) = 2ηη0 + 2ξξ0 + 4ξ0
⇓
L(t, ξ + ξ0, η + η0)− L(t, ξ, η) > ξ0∂L
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cu˙2(t) + Ψ (u(t))
]
dt, u(0) = 0, u(T ) = B > 0, c > 0,








nel nostro caso T = ln 2, B =
1
2




nel nostro caso T = ln 2, B =
1
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nel nostro caso T = ln 2, B =
1
2








se ∆ > 0, p > 0
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nel nostro caso T = ln 2, B =
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u¨(t) = 2 + u(t)
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soluzione generale equazione omogenea associata u¨(t) = u(t)




u¨(t) = 2 + u(t)
soluzione generale equazione omogenea associata u¨(t) = u(t)
x(t) = c1 cosh t+ c2 sinh t
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soluzione generale equazione omogenea associata u¨(t) = u(t)
x(t) = c1 cosh t+ c2 sinh t





u¨(t) = 2 + u(t)
soluzione generale equazione omogenea associata u¨(t) = u(t)
x(t) = c1 cosh t+ c2 sinh t






u¨(t) = 2 + u(t)
soluzione generale equazione omogenea associata u¨(t) = u(t)
x(t) = c1 cosh t+ c2 sinh t
soluzione particolare non omogenea u¨(t) = 2 + u(t) (stazionaria)
s(t) = −2
soluzione generale




u(t) = c1 cosh t+ c2 sinh t− 2
⇓u(0) = c1 − 2 = 0u(ln 2) = c1 cosh (ln 2) + c2 sinh (ln 2)− 2 = 1
2





c2 − 2 = 1
2
=⇒ u(t) = 2 cosh t− 2
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u(ln 5) = 1
1. Provare che il problema e` convesso
2. Provare che la soluzione del problema e`
u(t) = 2 cosh t− 11 sinh t
12
− 2
3. Si verifichi che questa soluzione non e` monotona
4. Si calcoli il costo totale




L (t, ξ + ξ0, η + η0)−L(t, ξ, η)− ∂L
∂ξ
(t, ξ, η) ξ0− ∂L
∂η








L (t, ξ + ξ0, η + η0)−L(t, ξ, η)− ∂L
∂ξ
(t, ξ, η) ξ0− ∂L
∂η






u¨(t) = 2 + u(t)
u(0) = 0




L (t, ξ + ξ0, η + η0)−L(t, ξ, η)− ∂L
∂ξ
(t, ξ, η) ξ0− ∂L
∂η






u¨(t) = 2 + u(t)
u(0) = 0
u(ln 5) = 1
La soluzione generale di u¨(t) = 2 + u(t) e`
s(t) = a sinh t+ b cosh t− 2
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imponendo le condizioni ai limiti troviamo
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− 2 = 1
quindi la soluzione ottimale e` u(t) = 2 cosh t− 11 sinh t
12
− 2
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ora non e` vero che





















ora non e` vero che















Equazioni di Eulero con inflazione





u(ln 5) = 1
integrale generale:
r(t) = a e−4t/5 + b e5t/4 − 2
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condizioni ai limiti 





5b− 2 = 1
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condizioni ai limiti 











−1 + 25 20√5 , b = −




(−1 + 25 20√5)
